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Une dualite´ entre simplexes standards et polytopes de Stasheff
A duality between standard simplices and Stasheff polytopes
Jean-Louis Loday and Mar´ıa Ronco
Re´sume´. On montre que la famille des modules de chaines des simplexes
standards peut eˆtre munie d’un structure d’ope´rade. De meˆme la famille
des modules de cochaines des polytopes de Stasheff peut eˆtre munie d’un
structure d’ope´rade. On montre que, d’une part, ces deux ope´rades sont
duales l’une de l’autre, et, d’autre part, que ce sont des ope´rades de Koszul.
Les alge`bres sur l’ope´rade des simplexes standards, appelle´es trige`bres
associatives, sont de´termine´es par 3 ope´rations et 11 relations. Les alge`bres
sur l’ope´rade des polytopes de Stasheff, appelle´es trige`bres dendriformes,
sont de´termine´es par 3 ope´rations et 7 relations.
Abstract. We show that the family of chain modules over the standard
simplices can be equipped with an operad structure. Similarly, the family
of cochain modules of the Stasheff polytopes can be equipped with an
operad structure. We first show that these operads are Koszul dual to
each other, and second that they are both Koszul operads.
The algebras over the standard simplices operad, called associative
trialgebras, are defined by 3 operations and 11 relations. The algebras over
the Stasheff polytopes operad, called dendriform trialgebras, are defined
by 3 operations and 7 relations.
English version. Let ∆n be the the standard simplex of dimension
n. We show that the chain module P∆(n) := C∗(∆
n−1), n ≥ 1, can
be equipped with a structure of non-Σ-operad (cf. [O]). Let Kn be the
the Stasheff polytope of dimension n. We show that the cochain module
PK(n) := C∗(Kn−1), n ≥ 1, can be equipped with a structure of non-Σ-
operad. Both operads are quadratic and we show that they are dual to
each other in the operadic sense (cf. [GK]). Our main result is to show
that both operads are Koszul operads, that is : the associated Koszul
complexes are acyclic.
Both operads are binary, generated by three operations, one for each
cell of the interval ∆1 = K1. Hence the algebras over P∆ are determined
by two operations of degree 0 and one of degree 1, and by 11 relations
(one for each of the cells of the pentagon K2). They are called associative
trialgebras, since all the relations are of the associativity type, cf. 2. The
algebras over PK are determined by two operations of degree 0 and one of
degree 1, and by 7 relations (one for each of the cells of the triangle ∆2).
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They are called dendriform trialgebras, because the cells of the Stasheff
polytope can be parametrized by the planar trees, cf. 3.
Version franc¸aise.
Convention. On travaille sur un corpsK et le produit tensoriel au-dessus
de K est note´ ⊗. Le produit tensoriel de n copies de l’espace vectoriel V
est note´ V ⊗n.
1. L’ope´rade des simplexes standards. Le simplexe standard ∆n est
par de´finition le polytope
∆n := {(x0, . . . , xn) ∈ R
n+1 | 0 ≤ xi ≤ 1 and x0 + · · ·+ xn = 1} :
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1
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Le sommet i a toutes ses coordonne´es nulles sauf la i − 1 -ie`me qui vaut
1. Une face de dimension d de ∆n−1 est comple`tement de´termine´e par
ses sommets, c’est a` dire par un sous-ensemble a` d e´le´ments de [n] :=
{1, · · · , n}. Le complexe de chaines de ∆n−1 est note´ C∗(∆
n−1) = ⊕d≥0Cd(∆
n−1).
On prendra pour base de Cd(∆
n−1) les sous-ensembles a` d e´le´ments de [n],
car chacun de ces sous-ensembles de´termine une cellule de dimension d de
∆n−1.
On de´finit une structure d’ope´rade sur les P∆(n) := C∗(∆
n−1) de la
manie`re suivante. L’application de composition
γ : P∆(n)⊗P∆(i1)⊗ · · · ⊗ P∆(in) −→ P∆(i1 + · · ·+ in)
est comple`tement de´termine´e par sa valeur sur les vecteurs de base des
P∆(k). Notons
bij : [i1] ∪ · · · ∪ [in]→ [i1 + · · ·+ in]
la bijection e´vidente. Soit X = {j1, · · · , jk} ⊂ [n];X1 ⊂ [i1], · · · , Xn ⊂ [in]
des vecteurs de base. On pose
γ(X ;X1, · · · , Xn) := bij (Xj1 ∪ · · · ∪Xjk) ⊂ [i1 + · · ·+ in].
1.1. Proposition. La composition γ de´finie ci-dessus munit les P∆(n), n ≥
1 d’une structure d’ope´rade (non syme´trique).
Rappelons que l’on travaille dans le cadre des ope´rades non syme´triques,
donc le foncteur P∆ : Vect→ Vect est donne´ par P∆(V ) = ⊕n≥1P∆(n)⊗
V ⊗n.
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2. Les trige`bres associatives. Par de´finition une trige`bre associative
est la donne´e d’un espace vectoriel A et de trois ope´rations :
⊣ : A⊗A→ A (ope´ration gauche),
⊢ : A⊗ A→ A (ope´ration droite),
⊥ : A⊗ A→ A (ope´ration milieu),
satisfaisant aux 11 relations suivantes :
(x⊣ y)⊣ z = x⊣(y ⊣ z),
(x⊣ y)⊣ z = x⊣(y ⊢ z),
(x⊢ y)⊣ z = x⊢(y ⊣ z),
(x⊣ y)⊢ z = x⊢(y ⊢ z),
(x⊢ y)⊢ z = x⊢(y ⊢ z),
(x⊣ y)⊣ z = x⊣(y⊥ z),
(x⊥ y)⊣ z = x⊥(y ⊣ z),
(x⊣ y)⊥ z = x⊥(y ⊢ z),
(x⊢ y)⊥ z = x⊢(y⊥ z),
(x⊥ y)⊢ z = x⊢(y ⊢ z),
(x⊥ y)⊥ z = x⊥(y⊥ z).
2.1. The´ore`me. L’ope´rade (non syme´trique) P∆ des simplexes standards
est binaire et quadratique. Une alge`bre sur P∆ est une trige`bre associa-
tive. En particulier, la trige`bre associative libre sur un ge´ne´rateur P∆(K)
s’identifie a` ⊕n≥1C∗(∆
n−1) muni des ope´rations induites par
X ⊣Y = bij (X), X ⊢Y = bij (Y ), X ⊥ Y = bij (X ∪ Y ).
Si l’on oublie l’ope´ration ⊥ , alors A est tout simplement une dige`bre
associative au sens de [L1, L2].
Les alge`bres associatives sont des exemples particuliers de trige`bre
associative en prenant ⊣ = ⊢ = ⊥.
Comme l’ope´rade P∆ est quadratique, elle admet une ope´rade duale
au sens de la dualite´ de Koszul des ope´rades duˆe a` Ginzburg et Kapranov
[GK]. Son calcul, et en particulier son lien avec les polytopes de Stasheff,
est l’objet des paragraphes suivants.
2.2. Trige`bres associatives diffe´rentielles. Une trige`bre associative
A est dite diffe´rentielle gradue´e, si l’on a A = ⊕n≥1An et une application
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line´aire d : A→ A de degre´ −1 et de carre´ nul, ve´rifiant de surcroit:
d(x⊣ y) = dx⊣ y,
d(x⊢ y) = (−1)|x|x⊢ dy,
d(x⊥ y) = dx⊥ y + (−1)|x|x⊥ dy.
La somme de complexes de chaines ⊕n≥1C∗(∆
n−1) forme un trige`bre as-
sociative diffe´rentielle gradue´e.
3. Les trige`bres dendriformes. Par de´finition une trige`bre dendriforme
est la donne´e d’un espace vectoriel D et de trois ope´rations :
≺ : D ⊗D → D (ope´ration gauche),
≻ : D ⊗D → D (ope´ration droite),
· : D ⊗D → D (ope´ration milieu),
satisfaisant aux 7 relations suivantes :
(x≺ y)≺ z = x≺(y ∗ z) ,
(x≻ y)≺ z = x≻(y≺ z) ,
(x ∗ y)≻ z = x≻(y≻ z) ,
(x≻ y) · z = x≻(y · z) ,
(x≺ y) · z = x · (y≻ z) ,
(x · y)≺ z = x · (y≺ z) ,
(x · y) · z = x · (y · z) .
ou` x ∗ y := x≺ y + x≻ y + x · y.
3.1. The´ore`me. L’ope´rade des trige`bres dendriformes est duale, au sens
de la dualite´ de Koszul des ope´rades, de l’ope´rade des trige`bres associa-
tives.
L’ope´rade P∆ est engendre´e par les trois ope´rations ⊣,⊢,⊥, donc
l’ope´rade duale P∆
! est aussi engendre´e par 3 ope´rations que l’on note
≺,≻, ·. L’espace des ope´rations que l’on peut faire avec 3 variables est
2 × 32 = 18. L’espace des relations de P∆
! est l’orthogonal, pour une
certaine forme quadratique non de´ge´ne´re´e, de l’espace des relations de
P∆. Il est donc de dimension 18-11=7. On ve´rifie qu’il est bien engendre´
par les relations de de´finition des trige`bres dendriformes.
Si l’ope´ration · est triviale, alors la trige`bre dendriforme D est une
dige`bre dendriforme au sens de [L1, L2].
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On remarque aise´ment, en ajoutant toutes les relations, que le pro-
duit ∗, somme des trois produits ≺,≻, ·, munit D d’une structure d’alge`bre
associative. Ainsi toute trige`bre dendriforme de´termine une alge`bre asso-
ciative. Ce foncteur est dual du foncteur qui va des alge`bres associatives
dans les trige`bres associatives (rappellons que l’ope´rade des alge`bres asso-
ciatives est auto-duale).
3.2. L’ope´rade des polytopes de Stasheff. Le polytope de Stash-
eff Kn, appele´ parfois associae`dre, est un polytope simple de dimension
n, home´omorphe a` la boule unite´ et dont les sommets sont en bijection
avec les parenthe´sages associatifs d’un mot a` n + 2 lettres, cf. [St]. De
manie`re e´quivalente on peut identifier ces mots parenthe´se´s aux (classes
d’isotopie d’) arbres binaires planaires a` n+2 feuilles (et donc n+1 som-
mets internes). Les faces de dimension d de Kn sont en bijection avec les
arbres planaires a` n + 2 feuilles et n + 1 − d sommets internes. On note
C∗(Kn) = ⊕d≥0C
d(Kn) le module de cochaines de Kn et on prend pour
base de Cd(Kn) les arbres planaires a` n+ 2 feuilles et n+ 1− d sommets
internes :
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Rappelons que tout arbre planaire a` n + 1 feuilles x est le greffe´ d’un
certain nombre d’arbres : x = x(1) ∨ · · · ∨ x(k) avec k ≥ 2 si x 6= |.
3.3. The´ore`me. L’ope´rade binaire quadratique (non syme´trique) PK des
trige`bres dendriformes est telle que
PK(n) = C∗(Kn−1).
En particulier, la trige`bre dendriforme libre sur un ge´ne´rateur PK(K)
s’identifie a` ⊕n≥1C
∗(Kn−1) muni des ope´rations induites par
x≺ y = x(1) ∨ · · · ∨ (x(k) ∗ y) ,
x≻ y = (x ∗ y(1)) ∨ · · · ∨ y(ℓ) ,
x · y = x(1) ∨ · · · ∨ (x(k) ∗ y(1)) ∨ · · · ∨ y(ℓ) ,
ou` y = y(1) ∨ · · · ∨ y(ℓ).
Dans ces formules re´cursives l’arbre | sans sommet interne est e´le´ment
neutre pour l’ope´ration ∗ .
3.4. Remarque. Il est bien connu que les complexes de chaines C∗(K
n)
forment une ope´rade (re´gissant les A∞-alge`bres), cf [St]. Mais dans ce cas
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C∗(K
n) est en degre´ n + 2 alors que dans notre contexte il est en degre´
n+ 1. On a donc a` faire a` une tout autre ope´rade.
3.5. Compatibilite´ avec la diffe´rentielle. Les espaces vectoriels
PK(n) = C∗(Kn−1) sont filtre´s par la dimension des cellules. La structure
d’ope´rade est compatible avec cette filtration. L’ope´rade gradue´e associe´e
est celle construite par Chapoton dans [Ch].
3.6. Comultiplication. La dige`bre (resp. trige`bre) dendriforme libre
est naturellement munie d’une comultiplication dont l’e´tude est faite dans
[R] (resp. dans une publication ulte´rieure).
4. Ope´rades de Koszul. A toute ope´rade quadratique P ou peut as-
socier un complexe de Koszul (cf. [GK]). Lorsque celui-ci est acyclique
on dit que l’ope´rade est de Koszul. L’une des conse´quences de cette pro-
prie´te´ est l’existence d’un “petit” complexe explicite, construit a` partir de
l’ope´rade duale P ! pour calculer l’homologie de Quillen d’une P-alge`bre
A. On note CP∗ (A) ce complexe et H
P
∗ (A) son homologie.
4.1. The´ore`me. Le complexe de chaines d’une trige`bre dendriforme A
est donne´ par
CP
K
n (A) = C∗(∆
n−1)⊗ A⊗n, d = −
i=n−1∑
i=1
(−1)idi,
avec di(X ; a1, · · · , an) = (di(X); a1, · · · , ai ◦
X
i ai+1, · · ·an), ou` di(X) est
l’image de X par l’application di : [n]→ [n− 1] donne´e par
di(r) =
{
r − 1 si i ≤ r − 1,
r si i ≥ r.
et ou` ◦Xi est donne´ par
◦Xi =


· si i ∈ X and i+ 1 ∈ X,
≺ si i /∈ X and i+ 1 ∈ X,
≻ si i ∈ X and i+ 1 /∈ X,
∗ si i /∈ X and i+ 1 /∈ X.
4.2. The´ore`me. Le complexe de chaines d’une trige`bre associative A
est donne´ par
CP∆n (A) = C∗(K
n−1)⊗A⊗n, d = −
i=n−1∑
i=1
(−1)idi,
avec di(t; a1, · · · , an) = (di(t); a1, · · · , ai ◦
t
i ai+1, · · ·an), ou` di(t) est l’arbre
obtenu a` partir de t en supprimant la i-ie`me feuille, et ou` ◦ti est donne´
par
◦ti =
{
⊣ si la i-e`me feuille de t est oriente´e vers la gauche,
⊢ si la i-e`me feuille de t est oriente´e vers la droite,
⊥ si la i-e`me feuille de t est l’une des feuilles du milieu.
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4.3. The´ore`me. Les deux ope´rades P∆ et P
K sont des ope´rades de
Koszul.
Puisqu’elles sont duales l’une de l’autre il suffit de montrer que P∆
est de Koszul. On sait, d’apre`s [GK], qu’il est e´quivalent de montrer que
l’homologie de la P-alge`bre libre P(V ) est triviale, plus pre´cise´ment que
HP1 (P(V )) = V et H
P
n (P(V )) = 0 pour n > 1.
En fait il suffit de regarder le cas V = K. On montre alors que le complexe
CP
K
∗ (P∆(K)) est somme directe (indexe´e par les cellules des simplexes
standards) de complexes de chaines augmente´s de certains ensembles sim-
pliciaux. On ache`ve la preuve en montrant que ces ensembles simpliciaux
sont contractiles.
4.4. Se´ries ge´ne´ratrices. Lorsqu’une ope´rade quadratique non syme´trique
P est de Koszul, d’ope´rade duale P !, sa se´rie ge´ne´ratrice
fP(x) :=
∑
n≥1
(−1)n dimP(n)xn
ve´rifie la proprie´te´ suivante, cf. [GK]: fP(fP
!
(x)) = x. On peut affiner ce
re´sultat dans le cas des ope´rades quadratiques a` valeurs dans les espaces
vectoriels filtre´s en remplac¸ant dimP(n) par le polynome de Poincare´
p(n, t) =
∑
i≥0 pi(n)t
i, ou` pi(n) est la dimension de l’espace F
iP(n)/F i−1P(n).
On obtient alors la se´rie ge´ne´ratrice fPt (x) :=
∑
n≥1(−1)
np(n, t)xn. Lorsque
P est de Koszul les se´ries fPt et f
P!
t sont encore inverses l’une de l’autre.
Pour P∆ on obtient p(n, t) =
1
t
((1 + t)n − 1) et donc
f∆t (x) =
−x
(1 + x)(1 + (1 + t)x)
.
En conse´quence du the´ore`me 4.1, fKt (x) est la se´rie ge´ne´ratrice inverse.
On obtient
fKt (x) =
−(1 + (2 + t)x) +
√
1 + 2(2 + t)x+ t2x2
2(1 + t)x
.
On a ainsi obtenu, comme sous-produit, la se´rie ge´ne´ratrice des arbres
planaires. On ve´rifie imme´diatement que fK0 est la se´rie ge´ne´ratrice des
nombres de Catalan et fK1 la se´rie ge´ne´ratrice des super nombres de Cata-
lan.
5. Ope´rades cubiques. Une dualite´ similaire existe pour la famille
de polytopes In, c’est a` dire les hypercubes. Les complexes de modules
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de chaines PQ(n) := C∗(I
n−1) s’assemblent pour donner une ope´rade.
L’ope´rade duale est donne´e par PQ(n) := C∗(In−1). Les alge`bres associe´es
sont les trige`bres cubiques de´finies par 3 ope´rations et 9 relations. Ces deux
ope´rades sont de Koszul et leur se´rie ge´ne´ratrice commune est f It (x) =
−x
1+(t+2)x . On ve´rifie imme´diatement que l’on a: f
I
t (f
I
t (x)) = x .
Refe´rences
[Ch] Chapoton Fre´de´ric, Ope´rades, polytopes et bige`bres, the`se, Universite´
Paris VI, 2000.
[GK] Ginzburg, Victor; Kapranov, Mikhail. Koszul duality for operads.
Duke Math. J. 76 (1994), no. 1, 203–272.
[L1] Loday, Jean-Louis. Alge`bres ayant deux ope´rations associatives (dige`bres).
C. R. Acad. Sci. Paris Se´r. I Math. 321 (1995), no. 2, 141–146.
[L2] Loday, Jean-Louis. Dialgebras, preprint IRMA Strasbourg, 1999.
[LR1] Loday, Jean-Louis; Ronco, Mar´ıa O. Hopf algebra of the planar
binary trees. Adv. Math. 139 (1998), no. 2, 293–309.
[LR2] Loday, Jean-Louis; Ronco, Mar´ıa O. Trialgebras, en pre´paration.
[O] Operads: Proceedings of Renaissance Conferences (Hartford, CT/Luminy,
1995), 37–52, Contemp. Math., 202, Amer. Math. Soc., Providence, RI,
1997.
[R] Ronco, Mar´ıa O. A Milnor-Moore theorem for dendriform Hopf alge-
bras. C. R. Acad. Sci. Paris Se´r. I Math. 331 (2000),
[St] Stasheff, James Dillon. Homotopy associativity of H-spaces. I, II.
Trans. Amer. Math. Soc. 108 (1963), 275-292; ibid. 108 1963 293–312.
JLL : Institut de Recherche Mathe´matique Avance´e,
CNRS et Universite´ Louis Pasteur, 7 rue R. Descartes,
67084 Strasbourg Cedex, France
E-mail : loday@math.u-strasbg.fr
MOR : Departamento de Matema´tica
Ciclo Ba´sico Comu´n, Universidad de Buenos Aires
Pab. 3 Ciudad Universitaria Nun˜ez
(1428) Buenos-Aires, Argentina
E-mail : mronco@mate.dm.uba.ar
PolytopesDualiteNote 29.01.01
8
